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8. The 𝒌-Insertion Channel  

In the 𝑘-insertion channel 𝑆𝑖,𝑘, 𝑘 arbitrary bits are inserted to the transmitted word uniformly at 

random. Assume the transmitted word 𝒙 is arbitrary in {0,1}𝑛. A decoder 𝒟 for this channel 

receives the noisy word of length 𝑛 + 𝑘 and returns a decoded word �̂�. Its average decoding error 

probably is given by 𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘 , 𝒞, 𝒟) =
Σ𝑐∈𝒞𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑐,𝑑)

|𝒞|
, where 

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑐) = ∑
𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐)

|𝑐|
⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑦:𝒟(𝑦)≠𝑐

 

The goal is to find a decoder that minimizes the average decoding error probability for 𝑘 = 1. 
 

הוא  𝒟𝑜𝑝𝑡 האופטימלי  כי המפענח נוכיח. 𝑞מעל א"ב בגודל  מקרה הלא בינאריעבור ה  8בפרויקט זה נעבוד על שאלה 

ועבור שאר  בקוד  , מילהממחצית אורך המילה שגדול 𝑟𝑢𝑛-𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎמפענח "היברדי" שמחזיר עבור מילים בעלות 

 י. עבור מפענח אופטימל 𝑃𝑒𝑟𝑟נראה נוסחה סגורה לחישוב  ,. יתרה מזאת𝑞-, ללא תלות בהמילים את המילה שנשלחה
 

  :סימונים 

Σ𝑞 –   קבוצת התווים בא"ב 

Σ𝑞
𝑛 –  באורך  קבוצת כל המילים𝑛  מעל א"בΣ𝑞 

Σ𝑞,𝑟
𝑛 – קבוצת כל המילים ב-Σ𝑞

𝑛 כך שאורך הרצף הארוך ביותר ( של תו בודד𝑟𝑢𝑛) הוא  במילה𝑟 

𝑟𝑐,𝑦 – אורך הרצף ב-𝑦   ממנו הוסר ביט בכדי לקבל את𝑐 ∈ 𝐷1(𝑦) 

𝑟max
𝑦

 𝑦-תו בודד באורך רצף ארוך ביותר של  – 

𝑐max
𝑦

 𝑦- מילה המתקבלת ע"י הסרת ביט מרצף ארוך ביותר ב – 

𝒟𝑚𝑎𝑥(𝑦) -   מפענח המקיים𝒟𝑚𝑎𝑥(𝑦) = 𝑐max
𝑦

 

𝑟max אםנשים לב כי 
𝑦
≤
|𝑦|

2
𝑐maxאזי   

𝑦
 כן יותר מרצף אחד באורך מקסימלי. לא בהכרח יחיד שכן ית 

 
 טענות עזר: 

 : 1# טענה

𝑐שממנו הוסר ביט בכדי לקבל את   𝑦-אורך הרצף ב 𝑟𝑐,𝑦נגדיר  ∈ 𝐷1(𝑦)  אם לא ניתן לקבל את ,𝑐  קרי ,𝑐 ∉ 𝐷1(𝑦), אז  

𝑟𝑐,𝑦 נגדיר = 0. 

𝑦עבור  ∈ Σ𝑞
𝑛+1  ועבור𝑐 ∈ 𝐷1(𝑦)   מתקיים כיPr

Sd,k=1
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } =

𝑟𝑐,𝑦

𝑞⋅|𝑦|
. 

 הוכחה:  

𝑐-ע"י הוספת ביט אקראי ל 𝑦ההסתברות לקבל את המילה   ∈ 𝐷1(𝑦)  היא
𝑚

𝑞|𝑦|
 כאשר: 

, שזה שקול לאורך הרצף בו 𝑦נקבל את   𝑐- ל [𝑞]הוא מספר האינדקסים שבהם אם נוסיף ביט ספציפי מתוך   𝑚המונה 

 .𝑦- ביחס ל [𝑞]חסר ביט מתוך  

 .𝑐- ל [𝑞]המכנה הוא מספר האפשרויות השונות להוספת ביט מתוך  
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 : 1.1#טענה 

𝑐maxנגדיר 
𝑦

 . 𝑦- מילה המתקבלת ע"י הסרת ביט מרצף ארוך ביותר ב  

𝑦עבור  ∈ Σ𝑞
𝑛+1  כלשהי, מתקייםargmax

𝑐
Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } = 𝑐max

𝑦
 

 הוכחה: 

Pr,  1לפי טענה 
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } =

𝑟𝑐,𝑦

𝑞⋅|𝑦|
 𝑟𝑐,𝑦, אזי תוצאה מקסימלית תתקבל עבור  𝑐, מכיוון שהמכנה קבוע לכל 

 מקסימלי.
 
 

,𝑷𝒆𝒓𝒓(𝑺𝒊,𝒌=𝟏אשר מביא למינימום את  𝓓מציאת מפענח  𝓒,𝓓) 

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘את  ננתחתחילה  , 𝒞, 𝒟): 

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘, 𝒞, 𝒟) =
Σ𝑐∈𝒞𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑐, 𝑑)

|𝒞|
=
1

|𝒞|
⋅∑ ∑

𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐)

|𝑐|
⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑦:𝒟(𝑦)≠𝑐𝑐∈𝒞

(1)
=  

1

|𝒞|
⋅∑ ∑

𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐)

|𝑐|
⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑦∈𝐼1(𝑐)𝑐∈𝒞

(2)
=  

1

|𝒞|
∑ ∑

𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐)

|𝑐|
⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1

= 

1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ ∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr

Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1

 

 נימוקים: 

𝑦נראה שעבור  (1) ∉ {𝑦:𝒟(𝑦) ≠ 𝑐} ∩ 𝐼1(𝑐)   מתקיים כי
𝑑𝐿(𝒟(𝑦),𝑐)

|𝑐|
⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } = 0: 

𝑦מכיוון שכל  - ∈ 𝐼1(𝑐)   שמקיים𝒟(𝑦) = 𝑐 מקיים 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) = 0. 

𝑦מכיוון שכל  - ∉ 𝐼1(𝑐) מקייםש  𝒟(𝑦) ≠ 𝑐 מקיים Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } = 0. 

 לכן הסכום לא משתנה. 

𝑐  -. אנחנו יודעים שהחלפת סדר הסכימה (2) ∈ 𝐷1(𝑦)   אם ורק אם𝑦 ∈ 𝐼1(𝑐). 
 

:𝒟מטרתנו היא למצוא   Σ𝑞
𝑛+1 → Σ𝑞

,𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘=1שמביא למינימום את   ∗ 𝒞, 𝒟).  

𝑦1עבור  𝒟0(𝑦2)אינה תלויה בהגדרה של  𝒟0(𝑦1)כלשהו, ההגדרה של  𝒟0  מפענח עבורנשים לב כי  ≠ 𝑦2אי  מ , לכן

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘בכדי להביא את   תלות ומלינאריות החיבור, , 𝒞, 𝒟) לכל  למינימום, נרצה𝑦 ∈ Σ𝑞
𝑛+1 כל  למינימום להביא

∑ חובר מהצורהמ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }𝑐∈𝐷1(𝑦),  :כלומר 

min
𝒟
𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘 , 𝒞, 𝒟) =

1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ min

𝒟(𝑦)
∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr

Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1
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𝓓𝒐𝒑𝒕(𝒚)נראה כי  ∈ 𝑫𝟏(𝒚) ∪ 𝒚 

∑נבחן את   𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }𝑐∈𝐷1(𝑦). 

,𝑐שעבור  . נשים לב ונבחן את התנהגות המפענח למקריםנחלק קלט של המפענח,  ,כלשהו 𝑦עבור  𝑦  ,הגדרת  כלשהן

𝒟(𝑦)  כלל לא משפיעה עלPr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠.  :  שנשאר קבוע {

𝒟(𝑦) .א ∈ Σ𝑞
𝑛+1 : 

𝑐 ∈ Σ𝑞
𝑛 לכן ,𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ≥  .𝑐- מחרוזות זהות נצטרך להוסיף לפחות תו אחד ל, שכן על מנת להגיע ל𝑐לכל  1

𝑐- מכיוון שאנחנו מתעניינים ב ∈ 𝐷1(𝑦) אזי ,𝑑𝐿(𝑦, 𝑐) = 𝒟(𝑦) . לכן1 = 𝑦  מבין כל המיליםהוא אופטימלי  

𝑛באורך   + 𝑐שהמרחק שלו מכל כיוון  1 ∈ 𝐷1(𝑦)  הוא המינימלי האפשרי מבין כל המילים באורך𝑛 + 1  . 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐)
⏞      

≥1

⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

≥ ∑ 𝑑𝐿(𝑦, 𝑐)
⏞    

1

⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

 

 

𝒟(𝑦) .ב ∈ Σ𝑞
𝑛 : 

𝑐1יהיו  ≠ 𝑐2 כך ש-|𝑐1| = |𝑐2| אזי ,𝑑𝐿(𝑐1, 𝑐2) ≥ המחרוזות שונות הן שונות בלפחות תו אחד   2, כיוון שאם 2
 שנדרש להחליף אותו, והחלפה היא החסרה והוספה של תו.  

𝑐- מכיוון שאנחנו מתעניינים ב ∈ 𝐷1(𝑦) אזי אם נגדיר ,𝒟(𝑦) = 𝑐0 ∈ 𝐷1(𝑦)  שאםמתקיים  𝑐 ∈ 𝐷1(𝑦)   אז

𝑑𝐿(𝑐0, 𝑐) ≤  :ש מכיוון )מרחק לווינשטיין הוא מטריקה( מאי שיוויון המשולש 2

𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ≤ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑦) + 𝑑𝐿(𝑦, 𝑐) = 1 + 1 = 2 

,𝑑𝐿(𝒟(𝑦)- נשים לב ש 𝑦), 𝑑𝐿(𝑦, 𝑐) = ,𝒟(𝑦)-מכיוון ש 1 𝑐 ∈ 𝐷1(𝑦) . 

𝒟(𝑦)עבור  טענות אלו, נקבל כי 2מאיחוד  ,משמע = 𝑐0  אם ,𝑐0 ∈ 𝐷1(𝑦)  פרט   2אז כל המרחקים שלנו יהיו

𝑐0. לעומת זאת אם  0עצמה שיהיה  𝑐0-מרחק מל ∉ 𝐷1(𝑦)  2אזי כל המרחקים שלנו יהיו לפחות  . 
 לכן: ו 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦) ∉ 𝐷1(𝑦), 𝑐)
⏞            

≥2

⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

≥ ∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦) ∈ 𝐷1(𝑦), 𝑐)
⏞            

≤2

⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

 

 

𝒟(𝑦) . ג ∈ Σ𝑞
𝑛−1:  

𝑛כל מילה באורך  − 𝑐תהיה רחוקה ממילה  1 ∈ Σ𝑞
𝑛 לא נוכל להשיג תוצאות טובות מאפשרות )א(,  , לכן 1-לפחות ב

𝒟(𝑦) = 𝑦. 
 

𝒟(𝑦) .ד ∈ Σ𝑞
𝑚, 𝑚 ≥ 𝑛 + 2 𝑜𝑟 𝑚 ≤ 𝑛 − 2 : 

𝑐מאורך מילה  2-כל מילה שאורכה רחוק ב ∈ Σ𝑞
𝑛 מאותה מילה, לכן  2, תהיה רחוקה במרחק לווינשטיין של לפחות

𝒟(𝑦), מאפשרות )ב(לא נוכל להשיג תוצאות טובות   = 𝑐0 ∈ 𝐷1(𝑦). 
 

עצמו  𝑦- להיות שווה ל 𝒟(𝑦), נרצה להגדיר את  𝑦בהינתן להסיק כי כיוון שזו הייתה חלוקה של כלל האפשרויות, ניתן 

𝑐- או ל ∈ 𝐷1(𝑦). 
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𝓓(𝒚)  מקרה ב', נראה כי עבור  = 𝒄𝟎 ∈ 𝑫𝟏(𝒚) , מפענח אופטימלי הוא𝓓max(𝒚)  כלומר ,𝒄𝟎 = 𝒄max
𝒚

, מילה  

 :𝒚-המתקבלת ע"י הסרת ביט מרצף ארוך ביותר ב

𝒟(𝑦) -תחת התנאי ש ∈ 𝐷1(𝑦)  נרצה להביא למינימום את∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }𝑐∈𝐷1(𝑦) . 

,𝑐1, לכל זוג מילים  נזכור כי לפי הניתוח של מקרה ב' 𝑐2 ∈ 𝐷1(𝑦)  :מתקיים 

𝑑𝐿(𝑐1, 𝑐2) = {
0 𝑐1 = 𝑐2
2 𝑐1 ≠ 𝑐2

 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

= 2 ⋅ ∑ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)∖{𝑐0}

+ 0 ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐0 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

= 2 ⋅ (( ∑ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

) − Pr
𝑆𝑑,𝑘
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐0 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }) 

𝑐0ניתן לראות כי התוצאה המינימלית תתקבל עבור   = 𝑐max
𝑦

Pr  1.1יוון שלפי טענה , כ
𝑆𝑑,𝑘
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐0 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. מקסימלי  {

𝑐0עבור  = 𝑐max
𝑦

 .  גדול ככל האפשר, ובכדי להקטין את הסכום הכולל נרצה להחסיר מחובר 
 
 
 

 :נראה כי

𝓓(𝒚)עבור    . א = 𝒚  מתקיים כי∑ 𝒅𝑳(𝓓(𝒚), 𝒄) ⋅ 𝐏𝐫
𝐒𝐝,𝐤
{𝒚 𝒓𝒆𝒄. |𝒄 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔. }𝒄∈𝑫𝟏(𝒚) =

𝟏

𝒒
 

∑מתקיים כי  𝓓𝒎𝒂𝒙(𝒚)עבור   . ב 𝒅𝑳(𝓓(𝒚), 𝒄) ⋅ 𝐏𝐫
𝐒𝐝,𝐤
{𝒚 𝒓𝒆𝒄. |𝒄 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔. }𝒄∈𝑫𝟏(𝒚) = 𝟐 ⋅ (

𝒏+𝟏−𝒓max
𝒚

𝒒(𝒏+𝟏)
כאשר  (

𝒓max
𝒚

 𝒚-( ב𝒓𝒖𝒏הארוך ביותר של תו בודד )   הרצףאורך הוא  

 

𝒟(𝑦) = 𝑦 : 

𝑐שממנו הוסר ביט בכדי לקבל את   𝑦-אורך הרצף ב 𝑟𝑐,𝑦נגדיר  ∈ 𝐷1(𝑦) 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

(1)
=  

∑ 1 ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

(2)
= ∑

𝑟𝑐,𝑦

𝑞(𝑛 + 1)
𝑐∈𝐷1(𝑦)

(3)
=

|𝑦|

𝑞(𝑛 + 1)
=  

𝑛 + 1

𝑞(𝑛 + 1)
=
1

𝑞
 

𝑐לכל  (1) ∈ 𝐷1(𝑦)   מתקיים כי𝑑𝐿(𝑐, 𝑦) = 1. 
 . 1טענה לפי  (2)

Σ𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑟𝑐,𝑦י  מתקיים כ (3) = |𝑦| מרצפים שונים )הסרת ביטים שייתקבלו מילים שונות ע"י הסרת ביט , כיוון

 .|𝑦|, וסך אורכי הרצפים הוא מאותו הרצף תתן את אותה המילה( באינדקסים שונים
  



236379 - Coding and Algorithms for Memories – Final Project 
Or Steiner, 204570022   |   Michael Makhlevich, 311496665 

𝒟max(𝑦) : 

∑ 𝑑𝐿(𝒟max(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

(1)
=  

2 ⋅ ∑ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)∖{𝑐max
𝑦

}

+ 0 ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐max

𝑦
 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } = 

2 ⋅ (( ∑ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

)− Pr
𝑆𝑑,𝑘
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐max

𝑦
 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. })

(2)
=  

2 ⋅ (
1

𝑞
−

𝑟max
𝑦

𝑞(𝑛 + 1)
) = 2 ⋅ (

𝑛 + 1 − 𝑟max
𝑦

𝑞(𝑛 + 1)
) 

,𝑐1לכל זוג מילים   (1) 𝑐2 ∈ 𝐷1(𝑦) :מתקיים 

𝑑𝐿(𝑐1, 𝑐2) = {
0 𝑐1 = 𝑐2
2 𝑐1 ≠ 𝑐2

 

𝒟(𝑦)עבור  (2) = 𝑦   הראנו כי∑ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }𝑐∈𝐷1(𝑦) =

1

𝑞
 : 1ולפי טענה  

Pr
𝑆𝑑,𝑘
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐max

𝑦
 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. } =

𝑟max
𝑦

𝑞(𝑛 + 1)
 

 

𝑦עבור  עד כה הראינו כי ∈ Σ𝑞
𝑛+1 ת להביא למינימום את:ואופטימלי ותכאופציאפשרויות "מתחרות"  2קיימות  כלשהו 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

 

 .𝑦החליט איזו עדיפה לכל  האפשרויות ול 2בין עבור כל אחת מן האפשרויות. כעת נותר להשוות  גודל זהוחישבנו 
 
 

𝒓נראה כי עבור   ≥
𝒏+𝟏

𝟐
𝓓(𝒚)על פני   𝓓max- נעדיף להשתמש ב  = 𝒚 

∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦) = 𝑦, 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

≥ ∑ 𝑑𝐿(𝒟max(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

 

1

𝑞
≥ 2 ⋅ (

𝑛 + 1 − 𝑟max
𝑦

𝑞(𝑛 + 1)
)  

1

2
≥ (

𝑛 + 1 − 𝑟max
𝑦

(𝑛 + 1)
) = 1 −

𝑟max
𝑦

𝑛 + 1
 

𝑟max
𝑦

𝑛 + 1
≥
1

2
 

𝑟max
𝑦
≥
𝑛 + 1

2
 

 : הוא המפענח האופטימלי המוגדר באופן הבא 𝒟𝑜𝑝𝑡לכן, 

𝒟𝑜𝑝𝑡(𝑦) = {
𝑐max
𝑦

𝑟max
𝑦
≥
𝑛 + 1

2

𝑦 𝑟max
𝑦
<
𝑛 + 1

2

 

𝒟(𝑦)המחזיר  מפענחכי ראינו  = 𝑐max
𝑦
 𝑜𝑟 𝑦 טימליות, וראינו כיצד לבחור באופן מיטבי  אפשרויות אופ 2-מחזיר אחת מ

 ת. האפשרויו 2מבין 
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,𝑷𝒆𝒓𝒓(𝑺𝒊,𝒌=𝟏 נוסחה סגורה למציאת 𝓒,𝓓𝒐𝒑𝒕) 

 , תחילה נבצע מספר חישובי עזר ונוסיף הגדרות:לשם נוחות עתידית

Σ𝑞,𝑟נגדיר 
𝑛+1  כל המילים באורך𝑛 +   .𝑟בעלות רצף מקסימלי באורך   𝑞מעל א"ב בגודל  1

𝑟 עבור נשים לב כי ≥
𝑛+1

2
Σ𝑞,𝑟|חישוב  

𝑛+1| :אפשרי באופן הבא  

𝑟עבור  - = 𝑛 + Σ𝑞,𝑟|מתקיים   1
𝑛+1| = 𝑞  כיוון שכל הביטים נדרשים עבור הרצף, לכן הם כולם זהים ונותר

  .כםאת ערלקבוע 

𝑟עבור  - = 𝑛   מתקיים|Σ𝑞,𝑟
𝑛+1| = 2 ⋅ 𝑞 ⋅ (𝑞 − אפשרויות להחליט איזה ביט אחד לא   2כיוון שיש לנו  (1

𝑞אפשרויות לבחירת ערך הרצף, ועוד  𝑞ישתתף ברצף, הראשון / האחרון, ולאחר מכן יש לנו  − אפשרויות  1
 לבחירת הביט הנותר.

𝑛עבור  - − 1 ≥ 𝑟 ≥
𝑛+1

2
 מתקיים: 

|Σ𝑞,𝑟
𝑛+1| = (𝑛 − 𝑟) ⋅ 𝑞 ⋅ (𝑞 − 1)2 ⋅ 𝑞𝑛−𝑟−1 + 2 ⋅ 𝑞 ⋅ (𝑞 − 1) ⋅ 𝑞𝑛−𝑟 

 : מכיוון ש

o  ישנן((𝑛 + 1) − 𝑟 − 2 + 1) = (𝑛 − 𝑟) ישנן  אפשרויות לתחילת הרצף כך שלא יגיע בקצוות .𝑞  

𝑞)אפשרויות לבחירת ערך הביט של הרצף. ישנן   − אפשרויות ל"ריפוד" הרצף, משמע הביטים   2(1

אפשרויות למילוי שאר  𝑞𝑛−𝑟−1הצמודים לרצף מימין ומשמאל שמשאירים אותו באורך זה. ישנן 
 התווים. 

o  אפשרויות לרצפים שנוגעים בקצוות. ישנן  2ישנן𝑞  אפשרויות לבחירת ערך הביט של הרצף. נדרש

𝑞)"לרפד" את הרצף מצד אחד בלבד, לכך יש  − אפשרויות למילוי שאר  𝑞𝑛−𝑟אפשרויות. ישנן  (1
 הביטים. 

o שאר   נשים לב שכיוון שאורך הרצף שבחרנו גדול ממחצית אורך המילה, כל רצף שיווצר במילוי

 הוא אורך הרצף המקסימלי.  𝑟כן , ועל המילהאורך בהכרח קטן ממחצית  הביטים 
 

𝑟 עבורנשים לב כי  <
𝑛+1

2
Σ𝑞,𝑟, חישוב 

𝑛+1 מכיוון שיתכן ובמילה מסוימת ישנו יותר מרצף ארוך ביותר  הוא קשה יותר ,

𝑛הכמות הכוללת של מילים באורך  , חישוב עם זאתך להתמודד עם ספירות כפולות. אחד ונצטר 𝑟באורך   +  "במעל א 1

בעלות אורך מקסימלי לכל היותר  𝑞בגודל  
𝑛+1

2
הוא פשוט יחסית שכן הוא המשלים של  (𝑟ללא חלוקה פנימית כמה בכל ) 

  . פורמלית:לחישוב שעשינו קודם לכן (𝑞𝑛+1) כלל המרחב

∑ |Σ𝑞,𝑟
𝑛+1|

𝑛+1
2
−1

𝑟=1

= 𝑞𝑛+1 − ∑ |Σ𝑞,𝑟
𝑛+1|

𝑛+1

𝑟=
𝑛+1
2

 

 לשמחתנו זהו הגודל שנצטרך בהמשך. 
 

,𝑃𝑒𝑛(𝑦גדיר נ 𝑟) המפענח   בהינתן ר מייצג את "קנס" הטעותאש𝒟𝑜𝑝𝑡,  מילה𝑦 ואורך הרצף המקסימלי בה  𝑟 ,
 פורמלית: 

𝑃𝑒𝑛(𝑦, 𝑟) =

{
 
 

 
 2 ⋅ (

𝑛 + 1 − 𝑟

𝑞(𝑛 + 1)
) 𝑟 ≥

|𝑦|

2
1

𝑞
𝑟 <

|𝑦|

2

 

,𝑃𝑒𝑛(𝑦משמע  𝑟) צג את  מיי∑ 𝑑𝐿(𝒟𝑜𝑝𝑡(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }𝑐∈𝐷1(𝑦)  כפונקציה של𝑦  ושל𝑟  שהוא עצמו(

 (𝑦פונקציה של  
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𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘נפתח את  , 𝒞, 𝒟𝑜𝑝𝑡) : 

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘 , 𝒞, 𝒟𝑜𝑝𝑡) =
1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ ∑ 𝑑𝐿(𝒟(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr

Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1

(1)
=  

1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ 𝑃𝑒𝑛(𝑦, 𝑟max

𝑦
)

𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1

=
1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ ∑ 𝑃𝑒𝑛(𝑦, 𝑟)

𝑦∈Σ𝑞,𝑟
𝑛+1

𝑛+1

𝑟=1

(2)
=  

1

𝑛 ⋅ |𝒞|

(

 ∑ ∑ 𝑃𝑒𝑛(𝑦, 𝑟)

𝑦∈Σ𝑞,𝑟
𝑛+1

𝑛+1
2
−1

𝑟=1

+ ∑ ∑ 𝑃𝑒𝑛(𝑦, 𝑟)

𝑦∈Σ𝑞,𝑟
𝑛+1

𝑛+1

𝑟=
𝑛+1
2 )

 

=
1

𝑛 ⋅ |𝒞|

(

 ∑ ∑
1

𝑞
𝑦∈Σ𝑞,𝑟

𝑛+1

𝑛+1
2
−1

𝑟=1

+ ∑ ∑ 2 ⋅ (
𝑛 + 1 − 𝑟

𝑞(𝑛 + 1)
)

𝑦∈Σ𝑞,𝑟
𝑛+1

𝑛+1

𝑟=
𝑛+1
2 )

 
(3)
=  

1

𝑛 ⋅ |𝒞|
(
1

𝑞
(𝑞𝑛+1 − ∑ |Σ𝑞,𝑟

𝑛+1|

𝑛+1

𝑟=
𝑛+1
2

)+ ∑ 2 ⋅ (
𝑛 + 1 − 𝑟

𝑞(𝑛 + 1)
) ⋅ |Σ𝑞,𝑟

𝑛+1|

𝑛+1

𝑟=
𝑛+1
2

) 

 נימוקים: 

,𝑃𝑒𝑛(𝑦דרת  לפי הג (1) 𝑟) 

,𝑃𝑒𝑛(𝑦-וקת הסכום למקרים לפי המקרים בחל (2) 𝑟) 
 לפי חישובי העזר קודם לכן (3)

 

ישיר חישוב  לבין 𝑃𝑒𝑟𝑟, ביצענו השוואה בין תוצאות הנוסחה הסגורה לחישוב ל מנת לוודא כי לא התבלבלנו בחישוביםע

𝑞להלן התוצאות לכל  .בסימולציה סכימת הטעויותו 𝒟𝑜𝑝𝑡- ע"י שימוש ב 𝑃𝑒𝑟𝑟של  ∈ 𝑛ולכל  {2,3,4} ∈ {2…7} 

𝒏 𝒒 𝑫𝒊𝒓𝒆𝒄𝒕 𝑪𝒍𝒐𝒔𝒆𝒅 𝒇𝒐𝒓𝒎 

2 2 0.291667 0.291667 

3 2 0.250000 0.250000 

4 2 0.200000 0.200000 

5 2 0.175000 0.175000 

6 2 0.150298 0.150298 

7 2 0.133929 0.133929 

2 3 0.370370 0.370370 

3 3 0.296296 0.296296 

4 3 0.229630 0.229630 

5 3 0.192593 0.192593 

6 3 0.162257 0.162257 

7 3 0.141093 0.141093 

2 4 0.406250 0.406250 

3 4 0.312500 0.312500 

4 4 0.239063 0.239063 

5 4 0.196875 0.196875 

6 4 0.164900 0.164900 

7 4 0.142299 0.142299 

 



236379 - Coding and Algorithms for Memories – Final Project 
Or Steiner, 204570022   |   Michael Makhlevich, 311496665 

 .(נומריות שגיאות עד כדי)התוצאות המתקבלות זהות  כי ןלהבחיניתן 

,𝑛גם עבור  𝑃𝑒𝑟𝑟מאפשרת לנו לבחון את התנהגות גורה נוסחה ס 𝑞  מפענח "עצלן"גדולים ולהשוות אותה לתוצאת  ,

𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦(𝑦) = 𝑦מחזיר תמיד את   , אשר𝑦, מגיע לו -𝑃𝑒𝑟𝑟  שהינו
1

𝑛
 .  )הוכחה בנספח( 

 

 𝑛- וכש , אורך המילה,𝑛הערך הדומיננטי הוא  אבל בכל מקרהיותר,  גדול  𝑃𝑒𝑟𝑟יותר כך   גדול 𝑞-ניתן לראות כי ככל ש

 הביצועים נהיה זניח.  ההפרש   שמאוד מהרניתן לראות  𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦  -ו 𝒟𝑜𝑝𝑡  ת. בהשוואמאוד מהרקטן  𝑃𝑒𝑟𝑟 גדל 
 

 
 גדל 𝑛-שונים ככל ש 𝑞השוואה בין 

 
 

 
𝑞ר בכחול עבו 𝒟𝑜𝑝𝑡לבין )באדום(  𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦השוואה בין  = 𝑞-)מימין( ו 6 =  )משמאל( 2
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 נספח  

,𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘=1נרצה לחשב את  𝒞, 𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦)הבא השוויוןיום את ק , נזכור שכבר קודם לכן הראנו:  

∑ 𝑑𝐿(𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr
Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)

=
1

𝑞
 

 נציב ונחשב: 

𝑃𝑒𝑟𝑟(𝑆𝑖,𝑘=1, 𝒞, 𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦) =
1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑ ∑ 𝑑𝐿(𝒟𝑙𝑎𝑧𝑦(𝑦), 𝑐) ⋅ Pr

Sd,k
{𝑦 𝑟𝑒𝑐. |𝑐 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠. }

𝑐∈𝐷1(𝑦)𝑦∈Σ𝑞
𝑛+1

=
1

𝑛 ⋅ |𝒞|
∑

1

𝑞
𝑦∈Σ𝑞

𝑛+1

=
1

𝑛 ⋅ 𝑞𝑛
(𝑞𝑛+1 ⋅

1

𝑞
) =

1

𝑛
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